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Рассматриваются комбинаторные инварианты конечного 
симплициального комплекса К, являющиеся функциями от чи­
сел а.(К) симплексов размерности г этого комплекса. Основным 
результатом является теорема 2, содержащая необходимое и 
достаточное условие для того, чтобы у двух комплексов К и L 
существовали такие подразделения К' и I / , что а.(К')= a-(L') 
при 0 < г < о:. Из теоремы выводится следствие: если полиэд­
ры \К\ и \ L\ гомеоморфны, то существуют такие подразделе­
ния К' и I / , что а.(К') — a.(L') при г > 0. Библ. 3 назв. 

Введение. Пусть К — конечный симплициальный комп­
лекс, и пусть at (К) — число i-мерных симплексов комп­
лекса К. Спрашивается, какие функции от чисел at яв­
ляются комбинаторными инвариантами комплекса К. 
Хорошо известно, что такими функциями являются эй­
лерова характеристика % (К) и размерность dim К. 

Вопрос об инвариантности функций от чисел at (К) 
относительно подразделений имеет два аспекта. Во-пер­
вых, можно для индивидуального комплекса К изучать 
функции от чисел at (К), инвариантные относительно под­
разделений комплекса К. Во-вторых, интересно выяснить, 
когда с помощью функций такого рода можно установить, 
что некоторые два комплекса К и L комбинаторно не эк­
вивалентны. Последний вопрос может быть сформулирован 
следующим образом: когда у двух комплексов К и L су­
ществуют подразделения К' и U такие, что at (К) = at (L) 
при всех i ^ О? 

Первому аспекту посвящена работа [2], в которой для 
каждого комплекса К указаны все линейные функции 
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от чисел at (К), инвариантные относительно подразделений 
комплекса К. 

Ко второму аспекту относится следующий результат 
Р . Бинга [1]: у любых двух замкнутых протриангулирован-
ных трехмерных многообразий Mi и М2 существуют под-
разделения Мг и М2 такие, что at (Мх) = at (М'2) при 
i ^ 0 . 

В настоящей работе получено необходимое и достаточ­
ное условие для того, чтобы у двух комплексов К и L 
существовали подразделения К' и U такие, что at (К') = 
= at (Lf) при всех i ^ 0. 

В дополнении 1 аналогичный результат сформулирован 
для случая более чем двух комплексов. 

В дополнении 2 показано, как можно нашими методами 
получить основную теорему работы [2]. 

§ 1. Обозначения и формулировка результатов. Пусть 
К — конечный симплициальный комплекс и \К | — соот­
ветствующий полиэдр. Через st мы будем обозначать как 
/-мерные симплексы комплекса К, так и соответствующие 
открытые симплексы полиэдра \К\. Обозначим через 
С (К) пространство функций, аргументы которых суть 
симплексы комплекса К, а принимаемые значения принад­
лежат группе Z целых чисел. В дальнейшем эти функции 
мы будем называть коцепями. Носителем supp (с) коцепи 
с ЕЕ С (К) мы будем называть минимальный подкомплекс 
комплекса К такой, что если s ЕЕ supp (с), т 0 с (s) = 0. 
Размерностью dim (с) коцепи с мы будем называть размер­
ность ее носителя. 

Пусть К' — подразделение комплекса К. Определим 
естественный гомоморфизм р : С (К) -> С (Кг) следующим 
образом: если sEzK, a s е? К' и в полиэдре \К | выполнено 
включение s cz s, то полагаем рс (/) = с (s). 

Если А — некоторое подмножество симплексов комп­
лекса К, то через а|)4 мы будем обозначать характеристи­
ческую функцию множества А. 

Для каждого целого числа i определим гомоморфизм 
Д^: С (К) ->- С (К) следующими условиями: supp (A^ (с)) cz 
cz supp (с), а если s -< sp, то 

А^8р(в) = (-1Г1 + 1 + %р(*). 
3 а м е ч а н и е 1. Рассмотрим границу Bd (sq) допол­

нения симплекса sq в комплексе К (см. [3]). Из определе-
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ния гомоморфизма Д^ тривиальным вычислением полу­
чается формула 

Ь$к (**) = 1 + ( - l ) i + W + ( - i f X (Bd (*,)). (1) 

В частности, если М есть ^-мерное замкнутое /г-многооб-
разие, то Апг|)м = 0. 

З а м е ч а н и е 2. Каждую коцепь cEzC (К) можно 
трактовать как функцию f (к) на пространстве \К\, пола­
гая /2 (к) — с (s), если к ЕЕ sen К. Если даны две триангу­
ляции К1 и К2 пространства \ К |, то коцепи A^ K i и &$К2 
совпадают как функции на пространстве \К\. 

Для доказательства нужно воспользоваться формулой 
(1) и инвариантностью локальных групп гомологии. 

Определим гомоморфизм %: С (К) ->- Z условием 
Xi^sq) = (—1)а- Ясно, что %(УК) =%(К). Обозначим че-

1 \п°° 
рез Р пространство полиномов вида ^ а о + 2 J . aixl' гДе 

at — целые числа, и определим гомоморфизм %0: С (К)->Р 
условием Хо М^'» х) = xq+1- Ясно, что 

оо 

Хо(с; — 1) = — %(с) и Ъо(%\х) = Zj^i (K)-x^. 

Определим в группе С (К) подмножество С* (К) сле­
дующим образом: нулевая коцепь принадлежит С* (К), а 
коцепь с размерности п ^ О принадлежит множеству 
С* (К) тогда и только тогда, когда найдутся симплексы 
s1 -, s2 ЕЕ К такие, что c(sl)^>0, a c(s2)<C0. 

З а м е ч а н и е 3. Пусть даны две триангуляции К1 

и К2 пространства \К\ и две коцепи с1 ЕЕ С (К1) и 
с2 ЕЕ С (К2), совпадающие как функции на пространстве 
| # | , и пусть с1 е С*(К1). Тогда с2 (= С*(К2). 

Для доказательства нужно воспользоваться топологи­
ческой инвариантностью размерности. 

Основным результатом настоящей работы является 
ТЕОРЕМА 1. Пусть К — конечный комплекс и 

с ЕЕ С (К). Для того чтобы у комплекса К существовало 
подразделение К' такое, что %о (Р (с)) = 0, где р: С{К)-> 
-+-С (Кг), необходимо и достаточно выполнение следующих 
условий: 

с ЕЕ С* (К), х(*) = 0 
и если п = dim с1 то Ап (с) ЕЕ С* (К). (о 
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Из теоремы 1 следует 
ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы у двух конечных ком­

плексов К и L существовали подразделения К' и U такие, 
что at (К') = a* (Z/) при всех i, необходимо и достаточно 
выполнение следующих условий: 

dim К = dim L = тг, % (К) = % (L) } 
^ в пространстве С (К \] L) выполнено включение I (**) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим теорему 1 к поли­
эдру К U L и коцепи с = (г|эк — i|)L) EzC (К {) L). Приме­
нительно к коцепи с условия (**) эквивалентны условиям 
(*). С другой стороны, 

Xo(c) = 5 % i + 1 ( o 4 ( t f ) - « i ( £ ) ) 

и теорема 2 доказана. 
С л е д с т в и е 1. Пусть даны комплексы К, L и КЛ, 

Li такие, что полиэдр \К\ гомеоморфен полиэдру \Ki\, a 
полиэдр \L\ гомеоморфен полиэдру \Ь{\, и пусть oct(K) = 
= at (L) при всех i ^ 0. Тогда у комплексов K^uL^ сущест­
вуют подразделения Кх и L± такие, что о^ ( i^) = at (Lx) 
при всех i ^ 0. 

Для доказательства нужно воспользоваться замеча­
ниями 2 и 3. 

С л е д с т в и е 2. Пусть даны два n-мерных замкну­
тых h-многообразия М± и М2 такие, что % (М\) = % (М2). 
Тогда у них существуют подразделения Мх и М2 такие, 
что at (Мх) = at (М2) при всех i ^ 0. 

Для доказательства достаточно сослаться на замеча­
ние 1. 

С л е д с т в и е З . Пусть дан комплекс К размерности 
п такой, что Дп (tyK) ЕЕ С* (К), и пусть L такой комплекс, 
что dim L = dim К и % (L) = % (К). Тогда существуют 
подразделения К' и U такие, что at (Kf) = cc^L') при всех 
i ^ 0 . 

Доказательство очевидно. 
З а м е ч а н и е . Для любых целых чисел q и п таких, 

что п ^ 0, и если п = 0, то q> 0, существует комплекс 
К такой, что % (К) = q, dim К = п и Ап (tyK) ЕЕ С* (К). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Если п = О, то в качестве 
комплекса К нужно взять комплекс, состоящий из q вер­
шин. Пусть т г > 0. Обозначим через Кп комплекс, состоя­
щий из трех 7г-мерных (замкнутых) симплексов, склеенных 
по (п — 1)-мерной грани. Пусть Lq — одномерный комп­
лекс такой, что %(Lq) = q — 1. В качестве комплекса К 
возьмем комплекс Кп (J Lч. Проверка того, что комплекс 
К = Кп IJ Lq обладает нужным свойством, тривиальна. 

Последнее замечание и следствие 3 показывают, что, 
в некотором смысле, не существует комбинаторных инва­
риантов, кроме размерности и эйлеровой характеристики, 
которые бы являлись функциями от чисел at (К). 

§ 2. Леммы о подразделениях. Для каждого целого к 
определим гомоморфизм dk : Р -> Р по формуле 

dhp{x)=p{x)+ (-i)*p(-l-x). 
Непосредственно проверяется, что 

dl+1>dk = 0, di+2 = dk. (2) 

В группе Р определим подгруппу Рп следующим условием: 
р(х)€ЕРп тогда и только тогда, когда deg р (х) < ; и, 
dn+iP W = 0 и значение р (0) есть целое число. 

ЛЕММА 1. Если р(х)^Рп и р (0) = 0, то р (х) = 
= х (х + 1) -q (ж), где q (x) <ЕЕ Рп~2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как dn+i p (х) = 0, то 
р (—1) = р (0) = 0, и поэтому (х (х + l ) ) - 1 p (x) GE Р. 
При этом 
£/„-! ((X (.X + 1))-1 р (X)) = (X (X + 1))"1р И + ( -1 ) П + 1 (X (X + 

+ l))-i р ( - 1 - гс) = (х (х + I))-* dn+1p (ж) = 0. 
Лемма доказана. 

Пусть К — конечный комплекс. Обозначим через %i (К) 
£г+1оц(Л). Заметим, что ^ (К; х) = 

~ 1 + Хо {tyK'i х)- Рассмотрим соединение К о L двух ком­
плексов. Непосредственным вычислением проверяется фор­
мула 

%l(KoL) = Xi(K).%i(L). (3) 

ЛЕММА 2. Пусть даны комплекс К, симплекс 
SiEE К, коцепь с ЕЕ С (К) и число а, так что для любого симп­
лекса s ЕЕ sb(s4) лш имеем с (s) = а. Пусть К' -— элементар­
ное подразделение (см. [3]) комплекса К относительно симп­
лекса Si, и пусть симплекс s EzKr лежит в симплексе s t. 
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Пусть р: С (К) ^ С (К'). Тогда 
Bd (Sl) = Bd (s[) 

и 
Xo (P (c)\ x) = Xo (c; x) + ax (x + 1) Xi (Bd (54); ж). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первая из приведенных фор­
мул очевидна, а вторая следует из формулы (3). 

Определим гомоморфизм %* : С (К) ->- Р по формуле 
Х'(с; ж) = %°(с;х) +\г{с). 

ЛЕММА 3. Пусть К' — некоторое подразделение комп­
лекса К, пусть р: С (К)->-С {К7) и пусть с^С (К). Тогда: 

б) Ak+i Ak (с) = О, Ak (с) = Ak+2 (с); 
в) %(с) = %(р{с))\ 
г) Akp(c) = pAft(c); 
д) ес/ш р (с) е С* (А"'), то и с<^С* (К). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Формулы а), б), в), г) до­

статочно проверять для коцепей с ЕЕ С (К) вида с = tys, где 
SEE К. Очевидно, что 

Хо (Д* ( Ю ; *) = ( - 1Г ; '+1 S"=o <&\ *i+1 + x"+1 = 
= (_ i )»+*+i ( i + Ж)"+ 1

 + *"+1
 + ( _ !)'•+». 

Следовательно, 

X* (Дк OfcJ; х) = *"«• + t_ i l ! + (_ l)'-+"+1 (1 + x)™ + 

+ Ь^!1 = dk (x^i + fc^!) = d^ №sn; *) 

и п. а) доказан. 
Из п. а) и формулы (2) следует, что %* Afe+1Afe (\|>в) = О, 

но, с другой стороны, если sl^s и s| —<5, то Ak+iAk^s(sV}= 
= АА.+1Длг|)5 ($?), поэтому для любого stEEK получаем 
Afe+1Afei|)s (5j) = 0. Поскольку формула Ak = А^+2 оче­
видна, то п. б) доказан. 

Формула в) является следствием инвариантности эй­
леровой характеристики комплексов относительно под­
разделений. 

Обозначим через \Dn\ замыкание симплекса sn в поли­
эдре | К |, и пусть Dn — некоторое подразделение комплек-
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ca Dn. Обозначим через $t(s) ЧИСЛО симплексов SjE52)n 
таких, что st >- sEzDn и ^~ё= d(Dn). Поскольку полиэдр 
\Dn\ есть /г-мерное многообразие с краем \д (Dn)\, имеем 

---.со 

24=0(-1)гм*) = (-i)n. 
Применяя эту формулу к случаю, когда подразделение Z)n 
индуцировано подразделением /£' комплекса i£, получаем 

А Л И ( ^ Е 1 0
( " 1 ) Ы + 1 ^ Х ) + Л » ( 5 ) = ; 

= ( - i)n+''+1 + Р^п (*) = рДЛ„ 00. 
и п. г) доказан. Для доказательства п. д) достаточно 
сослаться на замечание 3. 

З а м е ч а н и е . Из п. а) леммы 3 и замечания 1 сле­
дует, что если М есть замкнутое д-мерное /^-многообразие, 
то 2%* (г|)м; х) ЕЕ Рп+1, а если через Sn обозначена ^г-мерная 
сфера и х (М) = % (Sn), то Xi (М) ЕЕ Рп+*. 

ЛЕММА 4. Пусть Кп — некоторая триангуляция 
сферы Sn. Тогда у комплекса Кп существуют подразделе­
ния Кп, . . . , К 1

п, где I = n~t , такие, что многочлены 
Xi (Кг

п) при 1 <^ i ^ I порождают группу Рп+1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . При п = О, 1 утверждение 

леммы тривиально. Пусть теперь п^2 и К\-ъ,. . . , Кп^ — 
подразделения сферы Sn~2 такие, что полиномы Xi (Кп-ъ) 
порождают группу Pn_1. Очевидно, что у комплекса К 
существует подразделение Кп со следующими свойствами: 
найдутся одномерные симплексы s\, si, . . . ,Si+1£Ei£n та­
кие, что для любого i = l ,2 , ...,Z комплекс Bd (s*+1) изо­
морфен комплексу Кп-2 и, кроме того, st (s\) П st (̂ i) == 
= ф при I Ф] . В качестве комплекса Кг

п при i ̂ > 1 мы 
возьмем элементарное подразделение комплекса Кп отно­
сительно симплекса s\. В силу леммы 2 при £ ^> 1 
получаем 

Xi (iC; х) = xi (#n*, ж) + я (ж + 1) Xi (#£4; &)• 
Поскольку Xi (̂ ?г", 0) = 1 и в силу леммы 1 полиномы 

Xi (К%п, х) при 1 < £ < Z + 1 порождают группу Р п п , 
лемма 4 доказана. 
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ЛЕММА 5. Пусть К —конечный комплекс и cEzC(K)> 
причем dim с = п. Пусть 

%(с) = 0, dn%*(c) = 0. (4) 
Предположим, кроме того, что существуют симплексы 
sz

n EzK, где г = 1, 2, такие, что с ($*) = vi > 0 и с (s%) = 
= v2 < 0, и все коэффициенты многочлена %0 (с; х) делятся 
на наибольший общий делитель v чисел vi и v2. Тогда су­
ществует такое подразделение К' комплекса К, что 
Хо(р(с);*) = х ' (р(с) ; * ) = 0, где р:С{К)-+С{К'). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 4 следует, что су­
ществует подразделение К0 комплекса К со следующими 
свойствами: 

все «новые» симплексы комплекса supp p0 (с), где р0: 
С (К) ->- С (К0), лежат в объединении s^ijs^; 

найдутся такие одномерные симплексы sl{ £ ЕЕ К0, где 
1 < * < / и е = 1 , 2, что s*' £с=е*, причем st (s*« e)nst(sj» £) = 0 
при i =£=/; 

если через Bcd(s) обозначить границу дополнения симп­
лекса s в комплексе supp (р° (с)), то %А (Bcd (si'1); х) = 
= Xi (Bcd (5i 2); ж) и многочлены %i (Bd (5}'1); x) при 1 <^ 
<^z'^Z порождают группу Рп~1. 

Ясно, что Ап с (s^) = Anc (s2
n) = 0, и поэтому 

Xo(poAn (0; *) = Xo (Дп(с); *)• (5) 
Тривиальное вычисление с использованием формул (4), 
(5) и пп. а), в) и г) леммы 3 приводит нас к формуле 

dnXo(Pofc); *) = 0- (6) 
Ясно также, что все коэффициенты многочлена %о (р0 (с); х) 
делятся на v. В силу (6) получаем 

ОСо(Ро(0; х)ЕЕРп+х. (7) 

Заметим, что Хо(Ро(с); 0) = 0 и обозначим рх(х) = 
= Xi (Bcd (s[% \x)= Xi (Bcd (s\ 2); x). Из (7) и леммы 1 сле­
дует, что существуют такие целые неотрицательные числа 
а} и 6/, где 1 ̂  i <^ /, что 

Хп (Р.) (с); х) = -- Ъ{_г (aivi + ьРг)х (х + !) А- И - (8) 
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Если L — конечный комплекс и если s1, s2, ..., s\ — 
одномерные симплексы комплекса L такие, что st (sx) f) 
f ) s t ( s ) = 0 при 1фи и если ри р2, ..., рк — неотри­
цательные целые числа, то через L (s1, px\ s2, p2] ... ; sA\ /?Л) 
обозначим подразделение комплекса L, определенное 
следующими условиями: L (s1, 0; s2, 0; . . . \sk, 0) = L, 
а комплекс L (s1, g^, . . . ; $', g^ • • • ; sk, qk) получается 
элементарным подразделением комплекса L (s1, g t; . . . 
. . . ; s\ qt; . . . ; sf\ qk) относительно какого-нибудь одно­
мерного симплекса, содержащегося в симплексе sl. 

Положим теперь 
Кг = К" (s\ 1, а4; . . . ; sl

{ \ аь\ s\\ Ь4; . . . ; 5[ '2 , fy). 
Из леммы 2 следует 
Хо(р(с); «) = 

= Хо (Ро (С); Ж) + 2 . = 1 («**>1 + Ь^2) Ж (Ж + 1) Pi (ж), (9) 

где р: С (if) - • С (Я') . Из формул (8) и (9) следует, 
ч т о Хо(р(с)*> х) = 0, но х(р (с)) = х (<0 = О, и поэтому 
Хо (Р (с)'> #) = X* (Р (с)\ %)- Лемма 5 доказана. 

ЛЕММА 6. Для любого натурального числа и существу­
ет гомоморфизм rv: Р —>• Р со следующими свойствами: 

а) dirv = rvdi\ deg rvp(x) = Aegp (х) и если deg р(#)]> 1, 
т о коэффициент при старшем члене многочлена rvp (х) 
делится на v\ 

б) для любого конечного комплекса К существует под­
разделение К (v) с гомоморфизмом pv: С (К) —> С (К(и)), так 
что KoPv = rv%0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим гомоморфизм rv 
следующими формулами: 

rv (а0 + <Ч# + ^2^2) = #о + (а1 + (v — 1)Лг)^ + ш2ж2, 
и если га > 2, то г„ (a;n) = xrv ((х + 1)п — яп) . 

Если dim i£ = 0, то положим К (и) = К. Пусть 
dim K^> 0. Возьмем одномерный остов комплекса К и 
разобьем каждый его одномерный симплекс на v частей. 
Продолжим теперь это подразделение на весь комплекс 
К индукцией по остовам следующим образом: в качестве 
подразделения Z-мерного симплекса sz мы возьмем конус 
над подразделением границы симплекса si с вершиной в 
центре этого симплекса (заметим, что К (1) = К и К (2) 
есть барицентрическое подразделение). 
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Проверка того, что построенные гомоморфизм rv и 
подразделение К (v) обладают требуемыми свойствами, 
проводится автоматически. 

С л е д с т в и е . Для любого натурального числа v и 
комплекса К существует такое подразделение Kv комплек­
са К, что гомоморфизм р: C(K)-*C(KV) обладает сле­
дующими свойствами: для любой коцепи с ЕЕ С (К) такой, 
что %(с) = 0 и dt%*(c) = 0 при некотором i, все коэф­
фициенты многочлена %0 (р (с); х) делятся наии dt%* (р (с); 
х) = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Построим последователь­
ность подразделений: К1 = K(v), a Kl+i = К1 (и). В ка­
честве Kv возьмем подразделение Кп, где п = dim К. Если 
р: С (К) ->- C(KV), то из п. б) леммы 6 следует, что %0р = 
= (rv)n%o, но поскольку degXo(pfc); # ) < и и %0(р(с); 
— 1) = %р (с) = %(с) = 0, то требуемое свойство много­
члена Хо (Р (с); х) = (rv)n^o (с\ х) тривиально следует из 
п. а) леммы 6. 

§ 3. Доказательство теоремы 1. Если %о (р (с); х) = 0, 
то р (с) G С* (^ ' ) и %(р(с)) = 0, так что необходимость 
условий (*) следует из пп. в), г) и д) леммы 3. 

Пусть коцепь с, принадлежащая группе С (К), удовлет­
воряет условиям (*), и пусть dim с = п ж dim Ап (с) = т. 
Полагая Ъ = Ап (с) и учитывая, что 

l*(c; 0) = - x ' ( c ; - l ) = 4 - x W = 0, 
имеем 

X (Ь) = 2х* (6; 0) = 2dn х* (с; 0) = 0. (10) 

Из формулы (2) и пп. а) и б) леммы 3 следует, что 

dmr Ф) = 0. (И) 
Поскольку ЬЕЕС*(К), найдутся симплексы s1 и s2 та­
кие, что b(s^n) = vi > 0 и b(s2

ii) = v2 < 0 . Обозначим че­
рез v наибольший общий делитель чисел vi и v2. К комплек­
су К и числу v применим следствие леммы 6 и получим 
подразделение Ki = Kv с гомоморфизмом р4: С (К)-+ 
-^C(Ki). В силу формул (10) и (11) к комплексу КЛ и 
коцепи р{ (b) применима лемма 5, поэтому существует 
подразделение К2 с гомоморфизмом р2: С (К)-*- С (К2), так 
что 

Х'Рг Ф) = 0. (12) 
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Из пп. а) и г) леммы 3 и из формулы (12) мы получаем 

^ п Х р 2 (С) = 0. 

Проводя для коцепи р2 (с) те же рассуждения, которые при­
ведены выше применительно к коцепи Ъ, мы получим под­
разделение К' с требуемым свойством. 

Дополнение 1. ТЕОРЕМА 2а. Пусть Ки К2, ..., Кр — 
конечные комплексы. Пусть L = К^ [) К2 U ... (J Кр, и 
пусть для каждой из коцепей вида г|?г — ip Е=£ выполнено 
условие (*). Тогда существуют подразделения К', комплек­
сов Kj такие, что at(Kj) =аь{К^) при всех i и l ^ / i , 
7*2 < Р-

Доказательство теоремы аналогично доказательству 
теоремы 1. 

Дополнение 2. Рассмотрим подгруппу Рп,таР, со­
стоящую из таких многочленов р (х), что &egp(x)<^n, 
a deg dn+i р (х) < т и р (0) = р (— 1) = 0. Пусть 
К — конечный комплекс и с Е С (i£). Рассмотрим все­
возможные подразделения К1 комплекса К и гомоморфиз­
мы pt: С (К)-^ С (Кг)\ определим подмножество Р (с) cz 
cz Р как множество всех многочленов вида %0(Pi(c)l x). 

ТЕОРЕМА 1а. Пусть К — конечный комплекс и ко­
цепь с ЕЕ С (К) удовлетворяет условиям (*), причем dim с = 
= п и dim An (с) = т. Тогда Р (с) с= Pn+i> m+1 и в группе 
Рп+1> ш п существует подгруппа Рс+1' т+1 конечного ин­
декса такая, что P™+i>m+1 cz P(c). 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы выводится прос­
тыми рассуждениями из теоремы 1 и леммы 4. 

Обозначим через П линейное пространство многочле­
нов с вещественными коэффициентами и с нулевым свобод­
ным членом. Пусть К — конечный комплекс. Все линей­
ные функции от чисел at(K), инвариантные относительно 
подразделений комплекса К, образуют подпространство 
Л* (К) пространства П*, где П* — пространство, соп­
ряженное с П. Пространство П* (К) является аннулято-
ром подпространства П (К) cz П, порожденного много­
членами вида pi (х) — р2 (х), где р^ (х), р2 (х) е Р (^к)-

В наших терминах основной результат работы [2] вы­
глядит следующим образом. 

Пусть К — конечный комплекс размерности, п и пусть 
dim Апг|)д; = т. Тогда пространство П (К) совпадает с 
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Линейной оболочкой, натянутой на многочлены р(х), при­
надлежащие группе p n + 1 > m t l . 

Для доказательства этой теоремы нужно применить 
теорему 1а к комплексу, являющемуся объединением двух 
экземпляров комплекса К, и к коцепи, равной 1 на 
симплексах одного экземпляра комплекса и равной —1 
на симплексах второго экземпляра. 
Ленинградский государственный Поступило 
университет им. А.А.Жданова 11.IX.1967 
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